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Problemas 


1. Calcule perimetro de la region sombreada. 
Si A y D son centros. 



A) (2,5ti + 3) m 

B) (3tc + 5) m 

C) (1,2571-3) m 

D) (1,5ti +3) m 

E) (2tc + 5) m 


3 . Determine el valor : cos(lOR) 

siendo S , C y R numero conocido para un 
angulo de giro horario que verifica 


1 


C(C+4) (C+4XC + 8) (C+8XC + 12) 


+ (C + 2S-4) (C+ 2S) 


_S_ 

35 


^ y/S ^ \/2 + y/2 

2 2 2 



E) 


£ 

2 


2 . En un nuevo sistema de medida angular 
R, se establece que un grado R es 
equivalente a un angulo central que 
subtiene un arco de longitud igual a la 
quinta parte de la longitud de radio. 
Halle la medida del angulo recto en este 
nuevo sistema. 

A) -^-“grados R” 

B) — “grados R” 

4 

C) —“grados R” 

3 

D) “grados R” 

Ajr 

E) —“grados R” 


4 . Determine el area de la region sombreada 
en terminos de r y 0 sabiendo que, 0 
centro, M, N y T puntos de tangencia. 



A) —(1 + sen 0) 

2 

B) r 2 sen 2 0 cos0 

C) r 2 sen0 cos0 

D) ll(l - sen 0) 2 

2 

E) r 2 tan0 sen0 (1 - sen 0) 
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6 . En un triangulo ABC se traza la ceviana 
BP (P en AC) y la perpendicular AH (H 
en BP) si BH = 3, HP = 1, HC = 2, ademas 
m< BAH = 0, m<HCA = a 
Determine M = 9cot 2 a - 4tan 2 0 

A) 9 B) 3 C) 18 

D) 21 E) 27 

7 . Del grafico mostrado, halle el valor de 

tan x+ tan y\ siendo' AB = 3AE 

B 



A) M B) M C) M 

5 5 5 

D) E) 

5 10 


8. Si oc y P son angulos agudos y la 
ecuacion ( sen a) . jk 30 + 2*sen(X + cosp = 
0 tiene una unica solucion; entonces se 
puede afirmar 

A) a+p = — 

4 

B) a+p = — 

2 

C) iL< a + piL 
2 2 

D) — < a +p < 

2 4 

E) 0<a + p< — 

2 

32 


9 . Del grafico mostrado, calcule cot — 

2 


siendo OA =12 

y r = 2,5 


(T- punto de tangencia) 


C U \ 

B 


xT r X 

X 


( r \ 




D T A O 


A) 5 

B) - 

C) - 


5 

5 

D) - 


E) — 

5 


5 

En la figura 

se muestra el sector circu! 


AOB, del cual se pide calcule el valor ri 



O 


A) 16 B) 9 C) 7 

D) 10 E) 12 

11. Calcule el valor de a si 

sen(a cot 2 30°) sec (b csc 2 45°) = 1 v 

. „ _ cos2bcot(a+b) 

tan CL — ----- 

tan(2a+b)sen3a 


A) 60° B) 50° ^ C) 30° 

D) 45° E) 37° 
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17. En una circunferencia de centro 0, por el A) 2 (2 + ^3) 

punto medio M del arco AMB se traza la 8(373-2) 

cuerda MN paralela al radio OA. Calcule 23 

la secante del angulo AOM sabiendo que 
la cuerda MN es dividida en dos partes ^ ^ 

iguales por la cuerda AB. D) 3 + v ^ 

3 


A) \/5 + 2 g) j/3+_l C ) V|+l £>5(2-^ 

4 2 2 



20 . En un triangulo rectangulo ABC (recto 
en B) se tiene que 0 es el mayor angulo 
agudo. ^Que valores puede tomar E para 
que la siguiente igualdad 3E — ^2 sen 
(90° - 0 )= 3 sea correcta? 



A) 1+a+b B) C) 

a+b b 

D) a + b E) (a + b) (a - b) 

19 . En el grafico mostrado se tiene el 
cuadrado ABCD de lado 4 m. Halle el 
valor de esc 0; si O' centro 



21 . En la figura se muestra el trapecio 
isosceles ABCD donde se cumple 

AH = BC = — AB . Halle cos a +‘csc 6 
3 K 



i H 


D 

A) 37 ^ 

B) 37^3 

c) 37\/2l 

84 

48 

48 

D) 37^21 

* $ 

e)M 

84 


84 


34 
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28. Del grafico adjunto, halle x en terminos 
de m y n. 


m n 



A) (2m - n) — 
2 


B) (2n - m) & 
2 


C) ^ 
2 


D) (m+n) — 

4 


E) 

2 


29. Siendo A el centro del arco BP, halle el 

valor de: C ot ~+ tan a 

2 


B 



A) 2V§ B) 3^3 C) 5v/3 

D) E)|y3 


30. Del grafico mostrado. halle 7cot 0 en 
terminos de a, si AD = GDC 



A) sec a esc a 

B) -I- 

tana +cota 

C) 6 (tana + cota) 

D) -^- 

sena +cosa 

E) -1- 

seca+csca 

31. De lafigura, halle DE en terminos de m 
y a. 



A) m sena cosa 

B) mtana sena 

C) mcota csca 

D) msen 2 a 

E) m cos 2 a 
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38. En un triangulo acutangulo ABC se 
inscribe una circunferencia de radio K, 

calcule M =-2- 

k ( cot—+cot— + cot—) 


l 2 2 2 

siendo p- semiperimetro. 

A) 2 B) 1 C) - 

3 

D) — E) I 

3 2 



A) ba _1 sec 0‘ 

B) a 2 b 2 cos *0 sen0 

C) (a+b) cot0 cos0 

D) ab~ l sec0 

E) (a+b) tan0 sen20 


39. Dado el triangulo equilatero ABC y el 
trapecio DEFG. Calcule .Yen terminos de 
a . Si AG = GD = 5; EF = 2^5 



41. Halle EF en terminos de 0; si- AD =4FD 
AF = 3CD; AB = 8 



A) 2csc0 B) 4csc0 C) 3csc 0 
D) 2,5 sen0 E) 3 sen*0 


A) 5 (cos a - 1) 

B) v/3(5cosa-V^) 

C) 5 cos a — 4 

D) (5y3cosa -2\[§) 

E) 10(cosa - /3) 

40. De la figura mostrada, halle (AD)"'.CB 
en terminos de a,b y 0 
siendo- AP =a , NB = (a+b) cos 0 
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W r . • .. 

Angulos Verticales 

Son aquellos angulos contemdos en un piano vertical formados por la linea de mira (o visua 
y la linea horizontal. Que parten de la vista del observador. Los angulos verticales pueden ser 

ANGULOS OE ELEVACION 

Es el angulo formado por la linea horizontal y la linea de mira cuando el objeto se encuentrs 
por encima de la linea horizontal. 



En la figura se muestra ia ubicacion de Ios angulos de elevacion y depresion. 

a- Es la medida del angulo de elevacion, porque se encuentra contenido en piano vertical. 

• 0: Es la medida del angulo de depresion, porque esta contenido en un piano vertical. 

• p: No es un angulo de elevacion por que esta contenido en un piano inclinado. 

ANGULOS DE DEPRESION 

Es aquel angulo formado por la linea horizontal y la linea de mira cuando el objeto se 
encuentra por debajo de la linea horizontal. 



Al Angulo formado por dos lineas de mira se denomina angulo de observacion o de visibilidad. 


40 
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6 . Una colina tiene una inclinacion del6° 
con respecto a la horizontal. Una estatua 
de 25 m se encuentra en la parte alta de 
la colina. (,A que distancia de la base de 
la estatua debe u bicar se un topografo 
para ver la parte superior de la estatua 
con un angulo de elevacion de 53 ? 

A) 25 m B) 20 m C) 40 m 
D) 35 m E) 30 m 

7. Para calcular la altura de un nevado, un 
especialista observa la cima del nevado 
con un angulo de elevacion 0, luego se 
acerca una distancia d y observa el mismo 
punto con un angulo de elevacion (f), si la 
altura del instrumento que utiliza el 
especialista es h, halle la altura del 
nevado. 

A) ---+ h 

tan0 - tan<(> 

B) --- 

COS0 - COS<t> 

C) ---+ h 

tan<(> - tanO 

D) ---+ h 

cot0 - cot<|> 

E) ---+ h 

COt0 + COt<(> 

8. Desde un avion que se encuentra a una 
altura H se observa la parte mas alta y la 
parte mas baja de una torre de altura h 
con angulos de depresion de 45° y 60 

g 

respectivamente; halle —. 


A) 3_2 ^ B) 

o 3 -^ 

2 2 

2 

D) 3 + a/3 

3 + 2\/3 


2 2 


9. Desde la parte superior de la torre de 
control de un aeropuerto se observa un 
avion que desciende a velocidad constante 
y con una inclinacion de 37° respecto a la 
horizontal con un angulo de elevacion de 
46°; luego de 5 s el nuevo angulo de 
elevacion es de 16° . Halle la velocidac 
con el cual desciende el avion si la- 
longitudes de los visuales son 600 m y a 
m respectivamente. 

Considere \/3 = 1,73 

A) 50 m/s B) 120 m/s C) 40 m/s 
D) 90 m/s E) 75 m/s 

10. Desde cada extremo de un camin 
rectilineo, el angulo de elevacion para la 
parte superior de una torre es 0 y desde 
el punto medio del camino la elevacion e- 
4>. Halle la altura de la torre si 1 
longitud del camino es 2f. 

A) — (cot 2 0 - cot 2 4>) 2 
2 

B) C (tan 2 0 - tan 2 <|>) 2 

C) C v^cot 2 0 - cot 2 4> 

D) f (cot 2 0 -cot 2 4>) 2 

E) f (cot 2 <t> - cot 2 0) 2 
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Problemas 


1. Halle los valores de 0, positivos y 

menores de una vuelta, para que se 
_2- 

cumpla- cos0 


l+sen 4 a 


A) 

B) 

C) 

D) 

E) 


JL/ «■; 

3 2/ \ 2 


n . it , 

—/ u 


. 7n 


4 2 


7i . n , 

—» — / u 
6 2 


t 2 ’ 

4 J 

371 . 

, 5 tt 

t 2 ' 

3 

371 . 

. 5 tt 

J 2 ’ 

3 

3 tt . 

; 77C_ 


71 . 71 

" 3*2 


371 . 571 
2 ’ 3 


Si el radio de la circunferencia es igual 
a 1. Calcule el area sombreada. SiendoP 
punto de tangencia. 



A) 2 cos a sen I 45— 


B) v/2cos— cos) 45'- — 
2 V 2 


C) 4 sen CL sen I 45— 


D) 4 sena cos 45 — 

{ 2 

E) v^2sen— sen(45‘ +a) 

2 


Determine los valores de p para que se 

verifique la igualdad 

|2senp-l |-| l+2cosp | =21 senP~cosp-l | 


A) 


71 . 271 

3 * 3 

B) 

71.271 

2 3 

C) 

71 . 3ti 
4 * 4 

71 . 571 

6 6 



E) 

71 . 271 

6 * 3 


D) 


En la circunferencia trigonometries 
mostrada. Calcule el radio de la 
circunferencia inscrita en el triangul 
sombreado. 


A) 


D) 



2 

1 - COS0 


1 + CSC 


0 


E) 


1 - cos6 

1+sec — 

2 

1 - cosQ 

, 0 

1-sec — 


5. Determine los valores de 

N = 3+tap2 e ; siendo 0 e 

l-tan0 \ 2 4 


A) [-2; oo) B) [ 3 ; °®)^ C) [2; «>) 
D)<i;») E) [l; oo> 
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Ejemplos: 

• - 2 < y3sem: + cosx < 2 

• -y/5 < 2semr - cosx < y/E 

• -/l3 < 3senjc + 2cosx < /l3 


f"*, -~--"-'-- 

3. • Si A+B+C = n , se cumple : 

tanA + tanB + tanC =tanA tanB tanC 
cotA cotB + cotA cot C+cotB cotC = 1 

• Si A+B+C = —, se cumple: 

2 

cotA + cotB + cotC = cotA cotB cotC 

tanA tanB + tanB tanC + tanA 
tanC =1 _ 


Aplicacion: 


SL 


W 

;f\ 

lr ..\i 


Los gatos mecanicos de 
tornillo, utilizados para 
levantar casas o maquinaria 
pesada, deben disenarse de 
manera que el tornillo no 
gire cuando soporta carga 


En la figura, F significa el esfuerzo necesario 
para mantener el equilibrio, cuando el gato 
tiene un angulo de inclinacion a en cada pasc 
de su tornillo y se le aplica una carga W. 
Dicho esfuerzo se representa mediante la 
ecuacion: F = Wr tan(a - 0) . Si a = 45 c 
exprese F como una funcion de 0 (angulo de 
friccion). 



Nota 


En forma general si A+B+C=kit (k 6 Z) 6 

A+B+C=(2k+1) — (k € Z) las relaciones del 
2 


teorema numero 3 siguen siendo vilidas. 


Resolucion: 

F = Wr tan(45° - 0) 
Desarrollando la tangente: 

F = Wr ( tan45 -tan6 'l 
\ 1+tan45° tan0 J 

. F = Wr( 1 ~ tan9 ) 

\ 1+ tan0 J 


| Reduccion al Primer Cuadrante 


Hasta esta parte en la explicacion de los 
diversos temas, el lector habra observado 
posiblemente que una funcion trigonometrica 
de un numero real cualquiera puede 
expresarse como funcion de un numero real 
del primer cuadrante. Esto puede mostrarse 
a partir de ciertas formulas de reduccion que 
se deducen a partir de las identidades de 
arcos compuestos dando valores particulares. 


Recordemos que: 

cos(a+P) = cosa cosP - sena senP 

Si sustituimos a por — obtenemos: 

2 


cos —+ P = cos—cosP - sen—senP 
12 V ) 2 2 


y como: cos—=0 y sen —=1 

2 2 

C ° S ( 2 ^ + P 
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Compendio Academico 


A continuation te planteamos el siguiente 
. -oblema con la finalidad que tengas presente 
:ie las identidades anteriores tambien son 
i^mostrables partiendo del estudio de la C.T. 



sena = 3sen—-4sen 3 — 

3 3 

cos2a = 4cos 3 —- 3cos — 

3 3 

, 10 3tan4x-tan 3 4jc 

tanlZx = - 

l-3tan 2 4x 

Triangulos rectangulos de 18° y 36° 

< 5-1 

10+245' 



En la circunferencia de la figura anterior, 
?2 es el punto medio del arco AP! cuya longitud 

r5 0, con 0 < 0 < — 

2 

Si BP X es paralela a OP 2 , demuestre que: 



sen© = 2sen—cos— 





l+cos0 
> 2 


IDENTIDADES DE ARCO TRIPLE 


sen 3a = 3sena-4sen 3 a 
cos3a = 4cos 3 a-3cosa 

tan3a - ^^ ana ~ tan3(X 
l-3tan 2 a 


EJemplos: 

^en48° = 3senl6°-4sen 3 16° 
cos24 # = 4 cos 3 8°-3cos8° 

3tan37°-tan 3 37° 


:anlll° = 


l-3tan 2 37° 


Identidades auxiliares 


i. 4sen 3 a = 3sena-sen3a 

ii. 4cos 3 a = 3cosa+cos3a 

iii. sen3a = sena(2cos2a+l) 

iv. cos3a = cosa(2cos2a-l) 

tan3a 2cos2a+l 

u. -= - 

tana 2cos2a-l 

ui. sen3a = 4senasen(60°-a)sen(60°+a) 

vii. cos3a = 4cosacos(60°-a)cos(60°+a) 

viii. tan3a = tanatan(60°-a)tan(60°+a) 


Ejemplo : 

Determine el valor de: 

a. senl0°sen50 # sen70° 

b. 16cos5°cos55°cos65° 
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* ' 



1C TC 

= 2 cos 

5 6 


5 6 

l 2 


k 2 , 


= 2 cos-ii^ cos- 
60 60 


s“-cos^ 
2 2 


a 5 a ^ 


R 

i 

Icn 

Ir 

2 2 

sen 

2 2 

2 ) 

l 2 


= - 2 sen —sen(-a) 


\ 

a-* 

COS 

[ a+ -] 

4 j 


4 j 


71 71 TC 71 

: cos a-+ a + — +cos a-a- 

4 4 4 4 


= cos2a+cos — 

l 2 


= cos2a+cos — 


= cos2a 


_ 3 a 
= 2 sen — sena 


PROPIEDADES 

S:: A+B+C= 180°, se cumple: 


senA+senB+senC = 4cos — cos — cos — 

2 2 2 

cosA+cosB+cosC = 4sen —sen — sen —+1 
2 2 2 

sen2A+sen2B+sen2C = 4senA senB senC 
cos2A+cos2B+cos2C = -4cos AcosB cosC-1 


n TC TC I 71 7X TC , 7T 

• 2sen—sen— = cos--cos — + — 

5 3 


5 3 J 15 3 


II DE PRODUCTO DE DOS TERM1N0S, SENOS 
Y/O COSENOS A SUMA 0 DIFERENC1A. 


[ -27^ f 8 ti 

= cos - -cos — 

l 15 J l 15 . 


2tt 8tt 

= cos-cos- 

15 15 


Ejercicio : 

Exprese cos30sen20 como una suma o una 
diferencia. 

Resolucion 

Utilizando la primera identidad se tiene: 

op OQ 2cos30sen20 
cos30sen20 = - 


2senAcosB = sen(A+B)+sen(A-B) 
2cosAcosB = cos(A+B)+cos(A-B) 
2senA senB = cos(A-B) -cos(A+B) 


= —(2sen20cos30) 
2 


= —(sen(20 +30)+sen(20-30)) 
2 


Ejemplos : 


—(sen50 + sen(-0)) 
2 


2sen40cos0 = sen(40+0)+sen(40-0) 
= sen50+sen30 


cos30sen20 = —(sen50-sen0) 
2 


107 






Lumbreras Editores 


Para la suma de senos cuyos angulos estan en 
progresion aritmetica: 



Resolucidn 

En dicha sumatoria podemos indicar que: 
n = 71 y r = 5°, luego: 



Para la suma de cosenos cuyos angulos estan en 
progresion aritmetica: 


cos[a+(k-l)r] = 


nr 

sen— , 

2 ( P + U 

-cos - 

r l 2 
sen— ' 

2 


M= -.cosl80° ...(I) 

5° 

sen— 

2 


n 355° 5° 1 Qno 355° 5° 

Como: -+ — - 180 => sen-= sen— 

2 2 2 2 


Donde: 

n 

• ^2 representa la simbologia de una 

k=l 

sumatoria y se lee: sumatoria desde k=l 
hasta n. 

• n : es la cantidad de terminos que 

presenta la sumatoria. 

• r : es la razon de la progresion 

aritmetica del angulo. 

• P : primer angulo de la serie 

• U : ultimo angulo de la serie 

Ejemplo : 

Determine el valor de M, siendo: 

M= cos5°+cosl0°+cosl5°+.+ cos355° 


Ademas: cosl80° = -1 

En (I) M =-l 


PROP1EDAD 


it 5 tz 

. (2n-l)7t 

,i ! 

2n+l 2n+l 2n+l 

2n +1 

2 

271 __ 4n _ 6u 

.. - toe 2011 - 

1 

2n+l 2n+l 2n+l 

2n +1 

2 : 


Para el caso de una productoria, debemos 
tener presente las siguientes expresiones: 











CAPITULO VI __ 

t. - mplos: 

7i 2 tu JE 

• sen —sen— = 

5 5 4 

COS—COS—COS — = — 

7 7 7 8 

. 71 , 271 , 371 , 471 o 

• tan — tan — tan — tan — = 3 

9 9 9 9 

i;*rcicio. 

- -.lie la suma de n terminos de la siguiente 

*rie: 

- = cosa-cos(a+P)+cos(a+2p) - cos(a+3P) +. . . 


Compendio Academico 


Resolucion : 

Como esta serie tiene n terminos, esta es igual 
a: 

S= cosa + cos(a + p + 7t) + cos(a + 2p + 27t) 
+cos(a+3p+37l)+.+ cos(a+(n-l)(P+7t)) 


Observa, que en esta serie la diferencia comun 
de los angulos es p+7t, luego: 

(n-l)(P+7i)| 


S = 


l 2 

n fP±ZL 
l 2 


1 


S= secsen 


n(p+7t) 


(n-l)(p-H7i) | 
2 


J 


Problemas 


L 


Calcule A +B 

18 ( 

A = Y, sen 4 
k=i v 


siendo 
57ik-37r | 

180 J 


B = 


18 


E 

k= 1 


sen 4 


57rk-27i ' 
180 ; 


D) 8 cos 64° 30' cos61° 30' 

E) 8 sen 28° 30' sen43° 30’ 

3. Definimos 

u,, = cos n 0 + sen 11 0 
calcule 

6u 10 - 15 u 8 + 10 u 6 


A) 

D) 


23 

2 

29 

2 



C)2Z 

2 


^ 25 
E) t 


1 Factorice trigonometricamente 
P= y[8 - ft+y[2+ \ 


A) 2 B) -2 0-4 

D)-1 E)1 

4. Si se cumple 

cos0 - sec 0 = m _1 

csc(j) - sen 4> = n 

Reduzca la expresion 

k = mtan0 + esc 0 + n sec <(> — cot 4> 


A) 8 cos 64° 30' sen61° 30' 

B) 8 sen 28° 30’ sen48° 30' 

C) 8 sen64° 30' sen28° 30' 


A) m+n B) m-n C) mn 
D) 1 E)0 
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5. Calcule 0 a partir del siguiente grafico. 



D)30° E) 40° 

6 . Reduzca 

L = cos 3 l° + cos 3 3°+cos 3 5° + . . . +cos 3 59° 

A.)ZylZcsc\° B) 3y/3csc2° 

C) 3^3csc3° 

D) Mcscr E) M C sc2° 

16 16 

7. Elimine 0 y <J> de las ecuaciones 
tan0 + tancj) = a 


cot 

0 + 

cotcj) 

= b 



0- 

4> = 

P 




I. 

ab 

(ab 4 

■ 4) = 

= (a 

- b) 2 csc 2 p 

II. 

ab 

(ab - 

4) = 

= (a 

+ b) 2 sec 2 p 

III. 

ab 

(ab - 

4) = 

= (a 

- b) 2 cot 2 p 

IV. 

ab 

(ab 4 

4) = 

= (a 

- b) 2 tan 2 p 

V. 

ab 

(ab - 

4) = 

: (a 

+ b) 2 tan 2 p 


8. Sisecumple —i—=u 2 ;0eIC 
tan0 + sec0 

entonces el equivalente de sec0 - tan0 
sera : 

A);/2u+l B) <j2u-l C) 2u - 1 
D) 2u + 1 E) l-^2u 


9. Sabiendo que: atanx + bcoty = 0 
simplifique 

y _ sec 2 y sec 2 * 

atan 2 )/ + b atan 2 * + b 


A) 

ab 

B ) a + b 



a-b 

a-b 

a -1 

D) 

a 4- b 


E) —- 


ab 


b-1 


10. Calcule en termino de a el equivalente dt 


la expresion k= co ff-cot<|>-cotp 

COt(j) 

A 



A) tana tan3a 

B) cota cot3a 

C) cota tan3a 

D) tana cot3a 

E) tan2a tan3a 

11. Elimine la variable angular rc a partir dr 
esc 2 x + sen 2 * = acoslr 
2sec 2 * - cos 2 * = bsen 2 * 

A) a - b = 2 

B) a + b = 2 

C) a - b = -2 

D) a +b = 1 
. E) a - b = 1 
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2. Del grafico#djunto, calcule tarn: coty 


15. Siendo cota - vers a = 0 
calcule M = tan 2 a - csca -1 



A) y/2 
D) 2 


B) 2 


C)1 
E) 3 


16. Simplifique 

sen3130 0 tan2860°cos3550 0 cot3280° 


M=- 


cos2630 0 sen2290°senl710 0 sec2400° 


A) 2/3 
D) 1/3 


B) 3 


0 5 
E) 1/5 


l. Sabiendo que se veriflca la igualdad 


A) -2 


B) - — 
2 


0-1 


sen -^^—0 esc 

10371 +0 

t \ 

D) 1 

E) 0 

\ 2 \ 

> 2 -1 





cos( ^|i+ej cot(6-2004rc) 

>HM ■ 


Ademds 0e( 


A) - 7i - arc cot (3) 

B) - u - arc tan (3) 

C) - 7i - arc cos (3) 
5 tt 


; halle 0 


17. Si a y 0 son dos valores distintos que 
satisfacen la ecuacion de constantes a, b 
y c: aseruc + bcosx = c 
halle sena + cosa + sen© + cos0 


D) -- 


E) - 7i + arc cot (3) 


A) 


C) 


D) 


2c(a-b) 

a 2 +b 2 

-2c(a + b) 
a 2 + b 2 

2c 


B) 


a 2 + b 2 


E) 


2a(a+b) 

b 2 +c 2 


2c (a + b) 
a 2 + b 2 


*4. Analice la veracidad de las proposiciones 

siendo nE Z 

i ) sen(n7t + 0) = sen© 

.. N , 2ti , ( 3ti 571^ . 571 

u ) tan — = tan-- cot — 

3 {26) 6 

iii ) sec (781 tc - cos0 ) = - sec (cos0) 

i) 


18. Reducir la expresion siendo a A p 
suplementarios, ademas ne Z 


iu ) cot | 3n7i— | = cot 
x 


1 

x i 


A=- 




na+3np 

2 


tan(3Pn+2na)sen(2na+nP) 


A) FVW B) FWF C) FFFF 
D) VFVF E) FFVF 


A) -1 
D) 1 


B) 3 


0-2 
E) 2 
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Calcule A 4 B 

A) 2 B) 0 C) 1 

D)-2 E)-1 


17. En el graflco adjunto BCDE es un 
cuadrado, calcule 

M = tan C x + y ) (1-tanx -tan 2 x) -2tanx 



A) 3 B) 2 C)1 

D)-1 E)-2 


Simpliflque 


M= 


sen(4l7i + 0)se 



tan(2O67i + 0) 



sen(57i + 0)ta 



A)tanb 
D) cotb 


B)secb 


C)senb 
E)cosb 


30. Del graflco, determine el maximo valor de 
tarn: 

A 


A)^ 


D) 1 
3 



E) & 


31. Cudl es la relation que existe entre las 
variables x ey. 

tanj +cot[ l 5 "+fa-2yj = cog | 


siendo (k e Z) 


Si cos0 - 2sen0 = csc(4k+l)—-sec2k7i 
2 

a)-!v^ B) _I C) _I 

8 4 2 


A) y = 3x 

B) 2y = 3x 

C) 2y - 3x =2kn 

D) y = 3x +k7i 

E) 2 y - 3x =kn 


D) 


1 

2 





Si se verifica tanx = 


sena senb 
vers a-vers b 


32. Elimine 0 y <J>, si 

x cos (0 - 4>) + ysen (0 — cj>) = 2a 
x cos (0 + <(>) + y sen (0 + 4>) = 4a 
x cos 0 +y send = 2^3 a 


ademas 0<b<x<a< — 
2 

halle el equivalente de 
_ sena senx 
cosa + cosx 


A) 2x 2 + y 2 = 16 a 2 

B) x 2 + y 2 = 18 a 2 

C) 2x 2 +y 2 = 12 a 2 

D) x 2 + y 2 = 16 a 2 

E) x 2 +y 2 = 12 a 2 
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33. Se define 


M(x; y) = 1 + tan— 1 + tan— 

2 ) 2 


calcule M(a; p) + M(0; y) 
siendo a y P complementarios 
Q 5ti 

0 + y = — 

2 


34. Calcule (aproximadamente) el valor de 

k _ sen!39° + sen20° 

2cos86° + cos4° 


37. Si A + B +C = nrc ; neZ 

tan(An+Bn+C)tan(An+Cn+B)tan(A+nB+nC) 
tan(A+B+nC)+tan(A+Bn+C)+tan(An+B+C) 


38. Si A+ B+C = —; tanA+tanB +tanC > 0 

2 

Ademas sec 2 A + sec 2 B + sec 2 C = sec 2 0 ; 

0 e IIC. Halle el equivalente de 
sen(A + 0) sen(B + 0) sen(C + 0) 

A) -cos 3 0 B) cot0 csc0 C) sen 3 0 
D) tan 3 0 E) sen 0cos0 

39. Reduzca 

k = (sec2x +1) (sec 4x +1) (sec 8x +1). . . 

. . . (sec 32 jc +1) 


35. Dado cota, cotb, cotc estan en progresion 
aritmetica y 
cot (a+c) = m 

calcule P = cos( -~ c - - tanb 


sen(a+c) 


A) 0 
D) 1/m 


C) -m 
E) -1/m 


A) tan 8x cotx 

B) tan 64* cotx 

C) tan6x tanx 

D) tan32x cotx 

E) tan 16x cot x 

40. Reduzca 


sen(a-b)sen(a-c) sen(b-c)sen(b-a) 


sen(c-a)sen(c-b) 


36. Reduzca 

^ _ 2-fexsec(165°-x:)sen(105 o -jc) 
l-tan(255°-x:)+cot(1095 o +ji[:) 

A) sen (x - 15°) 

B) cos (x + 5°) 

C) ver (x - 15°) 

D) covs (x + 15°) 

E) sec (x - 15°) 


41. Calcule cotx + coty + cotz 
sabiendo que 

sec (x + y + z) = secx secy secz 


C)0 
* E) -2 
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49. Siendo sec (6x - 2 y) - tan(2n+1)— =0 
I 4| 

reduzca 

cot | tan 2 - jj n7i + 3 jc cos | sen-^-j nit + 3-^ 
cot I sec—I nn-y sen sec 2 —) nn + — 

11 3J J \ \[ 4 J 2j 


53. De la igualdad 

atanCx-^btanCx+y) = (a+b)cot y -(a-b)coU 
cotxcoty-taitt'tany 

halle tam: coty en terminos de a y b 


C) a + b 


donde ne Z 


E) a -b 


54. Reduzca 


50. Sabiendo que cos 40 = cos 2 0 
calcule el valor entero de cos0 

A) ft B) -1 c: 


tana + tanb _1_ 

l+cos(a + b) . ( a + b 

secacscbtard- 

l 2 


A)tanb B) cot a C) tan 2 b 

D) tana E) tan 2 a 


51. Determine los valores de 


cot| sec(5jt-6)tan| i|^-0j 

cos(0-2OO37r)csc(77i + 0)sen(0-127i) 


55. Simplifique 

sene l±£S2!° + coseJitSSi + F 
^ l-cos0 \ l-sen0 


A) <3; ~> B) (2; ~> C) <1; ~> 
D) [1; «) E) < 0; ~> 


Si F = -cos0+|v^7-4v/3-3; 06(0°; 90°) 


52. Si a > 0 a b > 0 

j , 1-sern: „ 

ademas -= a 

1 + cosx 

(esc x - cotx + 1 ) 2 = 2b ; x e IC 
Encontrar una relation entre a y b. 

A) ^ab = 1 

B) sfa-Jb = sl2 

C) ^a + \/b = ^2 

D) v/a + 7b = 2 

E) v/b-v/a = v/2 


0-15° 1 / 0-15* 

A) 2 sen - cos - 

2 2 


oxo 0-60° 1 0 + 6O c 

B) 2 cos - cos - 

2 I 2 


0-30° f 0 + 30* 

C) 2 sen - sen - 

2 2 


0-60° 1 [ 0 + 6O £ 

D) 2 sen - cos - 

2 l 2 


0 + 60° 1 ( 0-6O‘ 

E) 2sen - cos —«- 

2 J l 2 
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56. Siendo a a*c suplemetarios 

ademas a a b son complementarios 
reduzca 

4cos(2a + 3c)csc(4b-3c) sen(a-b+c) 
tan(a+b+c) sen(a+b-c) 


61. Siendo p suplementario y coterminal con 0 y 
<J> respectivamente. Calcule la diferencia 
entre el mayor y menor valor de 

cospsecj —+0|cos n (p-(t)+n7r) 

R=-^- ; neZ 

4cotp+(-l) n tan(27O°+0) 


57. Sea el triangulo ABC tal que AB = AC, 
BC = /2. Si la bisectriz del angulo B 
corta al lado opuesto en D; BD = 1 
Entonces cos (A - B) sera 


B ) \/6 + y /2 


58. Si sen77° + cos83° = n 
encontrar el equivalente de 

k = sen66° + sen44° + sen40° - cos60° 

A) 1,2 n B) 1,8 n C) 0,5 n 

D) 1,6 n E) n 

59. Siendo a, b e R + ; halle el intervalo de 
f(0) = a cov 0 + bvers 0 , cuando 0 sea un 
arco del segundo cuadrante 

A) (b; 2b+a] B) (b; 2b + a) C) <a; b> 

D) (a-b; b) E) [b; a] 


62. Calcule tan7° 30' 

A) +^3+2 

B) y/6-y/3 

C) ^+^+^2+2 

D) v/6+/3+v^-2 

E) >/6-j3+yf2-2 


63. Si secOt +y)=-^5i; csc(z + w)=-^^ 
5 6 

determine 

g 7tann> + 7tanz + 6ta.nwtanz 
5tanx + 5tany + 3tanytamc 


60. Calcule el valor de 


: ---+cos(2k-1) -; ke Z 

109ti , 253ti 2 

sen-+ sec- 

3 6 


64. Calcule el valor numerico de la expresion 


1 ^3 n 

— + cos— -sen— 

4 9 4 9 


D) -v/3 
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65. Si se cumple 

27cot 2 x cot 2 ycot 2 2 :+l = 6^3cotx coty cotz 
calcule 

k = [ tam: tany - tarn: cote - tany cote \ ~ l 


T 


tam: + tany + tam 


■J 


A)3y/3 B) 2^5 
D)v/3 

66 . Calcule el valor de 
Z = sec : 


C) 2^3 
E)^5 


+ sec z — + se<r-+ sec ■ 

12 12 12 12 


69. Calcule la suma de los n primeros 
terminos. 

^ _ sen 3 6 ^ sen 3 38 + sen 3 96 } 
cos30 3cos90 9cos270 


A) — (3 n tan3 n 0 - tan0) 
8 

B) — (tan3 n-1 0 - tan0) 

8 

C) — (3 _n tan3 n 0 - tan0) 
8 

D) — (tan3 n 0 - 3 _n tan0) 
4 


A) 2 
D) 8 


B) 32 


0 64 
E) 16 


E) — (tan3 n 0 - tan0) 
4 


67. En el grafico 



70. Si sec (a + b) +sec (a - b) = k 
cosa cosb 


simplifique E = 


sen 2 a + sen 2 b-l 


A) -| 


D) -k 


B) 1 


C)k 


E) 


a + p + 0 = 180° 
senale el equivalente de 
cos((|) + oOcos((|) + P)cos((|) + 8) 


71. Siendo ABCD un cuadrado; AC = /iO; 


COS(() 


AN = 2ND ; 

B = (0; 1). Calcule tana 

A) sen 2 4> B) tan 2 (|) 

C) sent)) 

N 

| 

y 

D) sen 3 (() 

E) tan4> 






x 



De las condiciones 


\ 

\ A 


sen(b+x) _ sen(b-x) 

senb sem 



B 

sen(a+x) sen(a-x) 

cosa 


\ \ 

X 

calcule sen 2 jc -cot 2 a 



C 




A) — 

B) — 

C)-*° 

A)-1 B) 1 

C)0 

26 

26 

17 

D) 2 

E) - 

D) — 


E) — 


2 

17 


11 
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114. Si 

cos20(sen 4 30+2cos30+sen3O°sen 2 60+cos 4 30) 
= A cos20 + Bcos50 + Ccos0 
Calcule A+B +C 


118. Calcule el valor de 


0 r: 2n 37t f /o 3 ti 3k n 

R=\/2cos—cos— J2sen -sen— 

7 7 V 7 28 


A) 3 B) 4 0 2 

D)5 E)1 

115. Reduzca 

M= 64cos 7 * -112 cos 5 * +60cos 3 * -lOcos* 
-2cos 2x cos5* 

A) 2 B) 3 0 4 

D)0 E)1 


> 

^31 

i 

i-* 

B)£ 

C) - 

8 

8 

8 

D) ^ +1 

8 


E) yjl 


119. Siendo A = -- 

4 

ademas 


116. Calcule la suma de los n primeros 
terminos 

p l-cos2a | l-cos6a ( l-cosl8a t 
cos3a cos9a cos27a 


V2+/2+^2+^2-2A = 2cos(7i0 -1 ) 
ademas 101 <90. Calcule 0 


A) -i(cos3 n a-seca) 

2 

B) -i(sec3 n+1 a-seca) 
2 

C) -i(csc3 n a-csca) 

2 

D) -i(sec3 n a-seca) 

2 

E) — (sec3 n-1 a-seca) 
2 


117. Si a e ; nj 

calcule M = 2 ^6tana + cos0 
a partir de 

5(sen 2 a + cos 2 0) + 6 cos0 = 2 (sena - 1) 


A) - B) -- C) - 

5 5 5 



A) ± 80 B) -80 C) 40 

D)80 E) 60 

120 . Sabiendo que 
sen* + seny = a 
cos* - cos y = b 
calcule 

P _ 1 + asen(*-y)-cos(*-y) 
a + sen(* -y )+acos(*-y) 

A) - B) a+b 

b 

D) - + 1 
a 

121. Calcule 
cos (a +p)sen (a-P)+ cos (P+y)sen (P-y) 
+ cos (y+ 8)sen(y-5)+cos(5+a)sen(5 -a) 

A) 0 B)2 

D) 6 


C)ab 



a 
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132. Si se cumple 

(1- cosaXl+senpXl-cos6)=sena x cosP send 
reduzca 

E = (1+ cosaXl+ cos6Xl - senP)csca seep 


A) sena B) cosP C) cos6 

D) cosa E) senS 


136. Siendo 

A n = II (3cos2 k-1 a+cos3.2 k_1 a) 

n k=l 


Halle el equivalente de B = 


3 


4A„ 


133. Calcule A B , si se verifica la igualdad 

n IOti , 9ti .( 8it 7ti) b 

2sen-tan— = A sen—sen— 

11 11 V 11 11J 


A) 


D) 


2y/n 

11 

j/n 

22 


B) 


M 

33 


C) 


4/n 

li 


E)4v/TT 


A) 4 sec2 n 1 a sec 2a 

B) - sec2 n_1 a 
4 


C) — sec n+1 a sec 2 n a 
4 


D) A sec 2 n a 
4 


E) — sec 2 n 1 a sec a 
4 


134. Simplifique 


P = 


sec 2 x sec2x 
l + cot 2 3x 


(cot 2 x - cot 2 3x) 


137. Si cot 0 - tan0 = -3 

, , r, sec 2 0 +esc 2 0 

calcule Z = - 

tan0 -cot0 


A) 4 B) 6 C)10 

D) 8 E) 2 

135. Si A + B +C = it 
Reduzca 

L=(cotB +cot C) (cotC +cotA) (cotA+cot B) 

A) tanA tanB tan C 

B) secA secB secC 

C) cscA cscB cscC 

D) senA senB senC 

E) cosA cosB cosC 


A) 

B)- Ml 

03^5 + 1 

5 

5 

44 

D) — 

3 


E) -3 v/3 


138. Sabiendo que se cumple sen 2 0 - 1 = tar 
calcule M = cos 2 0 + cos G 0 

A)-16 B) - 32 C)0 

D) 1 ? E)-4 
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CAPITULO VII 


. Dietivos 

nalizar el presente capitulo, el alumno estara en la capacidad de: 

£mnciar y aplicar las leyes trigonometricas en la resolucion de triangulos. 

Inalizar y resolver diversos problemas de resolucion de triangulos oblicuangulos aplicando los teoremas 
correspond ientes. 


'troduccion 


La resolucion de problemas sobre triangulos ha cambiado en los ultimos ahos. Tradicionalmente se ha 
zado un gran numero de metodos numericos y numerosas formulas, sin embargo, ha adquirido mayor 
'■jortancia la parte analitica de la trigonometria con sus aplicaciones a las matematicas superiores y la ciencia 


r- general. Los nuevos desarrollos han dado origen a metodos graficos de gran exactitud y han hecho posible la 
Liilizacion de calculadoras numericas. 


Para resolver problemas de triangulos oblicuangulos utilizaremos algunos teoremas, antes de enunciar dichos 
- jremas, recordemos que resolver un triangulo implica determinar sus elementos basicos, es decir, sus lados y 
: -gulos para ello debemos conocer tres elementos de donde por lo menos uno de ellos debe ser la longitud. 


Teoremas 


TEOREMAS DE LOS SENOS (Ley de Senos) 

En todo triangulo, la longitud de los lados B 

son proporcionales a los senos de sus angulos 
opuestos. 

De la figura: 
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J&iiM Notg .. 

Adem&s el valor de dicha proportion es 2R, donde R 
es el radio de la circunferencia circunscrita al 
tri&ngulo. 

De donde se deduce: a = 2RsenA 
b = 2RsenB 
c = 2RsenC 


Reemplazando valores: 

k _ 4sen45° 
sen60° 

, b = i^ 

3 

Como : A+B = 105° => C = 75° 

A , asenC 

Asi mismo: c =- 

senA 


TEOREMAS DE LOS COSENOS (Ley de Coseno ) 

El cuadrado la longitud de un lado es igual 
a la suma de los cuadrados de las longitudes de 
los otros dos lados menos el doble producto de 
dichas longitudes multiplicado por el coseno 
del angulo que formen dichos lados. 


a 2 = b 2 + c 2 - 2bc cosA 
b 2 = a 2 + c 2 - 2ac cosB 
c 2 = a 2 + b 2 - 2ab cosC 


A/ota 


De las expresiones anteriores podemos despejar: 

b 2 + c 2 -a 2 


cosA = 


2bc 


Anilogo para los otros Angulos. 


Aplicaciones: 

Resolver el triangulo ABC, si: 

I. A=60°; B=45°; a=4 

II. a=2; b=2^3; C=30° 


entonces: 


c = 4sen75° 
sen60° 


2y/6 >6^ 

3 


Solucion II: 

De ley de cosenos se tiene: 
c 2 = a 2 + b 2 - 2 abcosC 
c 2 = 2 2 + (2\/3) 2 - 2(2X2 v^)cos30° 
c=2 

luego el triangulo es isosceles 
A=30° y B=120° 

TEOREMA DE TANGENTES (Ley de tangente) 

Dado un triangulo ABC se cumple: 


tan 

a-b _ \ 

' a-b' 

, 2 ; 

1 

a + b 

tan 

(¥) 



De igual forma para los otros lados. 


Solucion I 

De la ley de senos se tiene: 

a b ^ _ asenB 

senA senB senA 
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TEOREMA DE IAS PROYECCIONES (Ley de 
:>royecriones) 

I ado un triangulo ABC se cumple: 


j a = bcosC + ccosB 

i 

I b = acosC + ccosA 
j c = acosB + bcosA 


RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LOS 
SEM1ANGULOS DE UN TRIANGULO 

In todo triangulo ABC, con respecto al angulo 
“A” se cumple: 


A 

sen — = 

2 N 

(p - b)(p - c) 
be 


A 

cos — = 

2 \ 

p(p-a) 

be 

. A 
tan— = . 
2 \ 

(p-bXp-c) 

p(p-a) 


Donde: p = (semiperimetro) 

ELEMENTOS AUXILIARES DE UN TRIANGULO 


de igual forma. 



B. Bisectriz Exterior 



V a : Bisectriz exterior relativa al lado “a” 



2bc 

) _A 

1 b - c | 

J 2 

s 


T —, ,: - T J 



1. Bisectriz 2. Mediana 

A. Bisectriz Interior 



V a : Bisectriz interior relativa al lado “a” 



m a : Mediana relativa al lado “a” 


4m a 2 = b 2 + c 2 + 2bc cosA 
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de igual forma: 

4m b - a 2 + c 2 + 2accosB 


4m c 2 = a 2 + b 2 + 2abcosC 


3. Inradio 


B 



Se cumple: 


r = (p-a)tan— 
2 


tambien: 


r = (p - b) tan— 

2 


r ^ 

Q 

r = (p-c) tan— 

2 

... J 




4. Exradio 


EXPRES10NES DEL PERIMETRO; 1NRAD10 Y 
EXRADIOS EN TERMINOS DEL C1RCUNRAD10 Y 
LOS TRES ANGULOS DEL TRIANGULO 


A B C 

p = 4Rcos — cos —cos — 
2 2 2 


A B C 
r = 4Rsen — sen — sen — 
2 2 2 . 


ABC 
r, = 4Rsen — cos —cos — 
2 2 2 


ABC 
r h = 4Rcos — sen — cos — 
* 2 2 2 


at> a b c 

r =4Rcos —cos —sen — 
2 2 2 


AREA DE UNA REGION TRIANGULAR (S) 

Dado el triangulo ABC 


B 




r a : ex-radio relativo al lado “a” 



de igual forma: 


—-.-> 

. B 
r b = P tan Y 

y 

r c = P lan ~ | 



J 


Se cumple: 


S = — senA 
2 


Analogamente: S = — senB, 
Otras relaciones: 


S = 


—senC 
2 


4R 


S = p.r 


S = ^p(p-aXp-bXp-c) 

S = r a (p - a) = r b (p - b) = r c (p - c) 

S = 2R 2 senA senB senC 

- -- — --- 

S = V ,rr a r b r c -t 
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XREAS DE REGIONES CUADRANGULARES CASOS PART1CULARES 


En terminos de sus diagonales y el angulo 
comprendido entre estas. 



a. Para un cuadrilatero inscriptible (0 = 90°) 



b. Para un cuadrilatero circunscriptible 
(a+c=b+d) 


Se cumple: 



Donde: 

dj y d 2 : diagonales del cuadrilatero ABCD 
a : medida del angulo formado por las 
diagonales 

(S: area del cuadrilatero ABCD) 



c. Para un cuadrilatero bicentrico (inscriptible 
y circunscriptible a la vez) 



2. En terminos de sus lados y de sus angulos 
opuestos. 



Se cumple: 



Donde: p : semiperimetro 


a + b + c + d | 

1 P= 2 J 


Ademas: 0 es la semi-suma de dos angulos 
opuestos. 

e=A i£ v 

2 2 


Aplicaciones 

• En una maquina de vapor cuyo piston se 
mueve horizontalmente, la barra de 
conexion tiene una longitud de 48cm y la 
manivela una longitud de 16cm. Determine 
el valor de sena, siendo a el angulo formado 
entre el eje de la manivela y la horizontal, 
cuando la barra de conexion forma un 
angulo de 16° con la horizontal. 



Figura 2 
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26. Los lados c(e un cuadrilatero son 6,7, 8 y 
9u respectivamente; siendo su area de 
12\/21u 2 , calcule el coseno del angulo 
agudo formado por las diagonales. 


A) — 

B) - 

oA 

15 

7 

15 

D) — 


E) — 

12 


13 


30. En un triangulo ABC, reduzca 

B C 

L = a + p tan — tan — 

2 2 

p: semiperfmetro 

A ) 2 . B)2p C)3p 

4 

D)p E)£ 


27. Del triangulo acutangulo ABC “o” 
ortocentro y siendo x, y, z las distancias 

de “0" a los 3 lados . Halle - + - + - 
x y z 

A) 4tanA tanB tanC 

B) 5tanA tanB tanC 

C) tanA tanB tanC 

D) 2tanAtanB tanC 

E) 3 tanA tanB tanC 

28. Si p, q, r son las longitudes de las 
bisectrices de los angulos de un triangulo 
ABC. Halle 

,1 A 1 B 1 C 
k = — cos— + — cos— + — cos— 
p 2 q 2 r 2 

A) a+b-c B) — +— +— C) a+b+c 

2 3 5 

D)i.+i+I E)a 2 + b 2 -c 2 

a b c 

Reduzca en terminos de los lados a, b y c 
de un triangulo ABC. 
k - (cosB+cosC)(l + 2cosA) 
l + cosA-2cos 2 A 

A) B) C) 

aba 

D) a + b - c E)-^ 

b 


31. En un triangulo ABC, reduzca 
P=a 3 cos(B - C)+b 3 cos(C - A)+c 3 cos(A - B) 

A) 3abc B)abc C) 4abc 

D)5abc E) 2abc 

32. El semiperfmetro de un triangulo mide 30 
m y el mayor lado mide 26 m. Si el radio 
de la circunferencia inscrita en el 
triangulo mide 4m ^cual es la medida del 
angulo mayor? 

A) 30° B) 45° C) 90° 

D) 60° E) 22°30' 


33. Si P es el semiperfmetro de un triangulo 
ABC, reducir 


bccos 2 — + accos 2 — + abcos 2 — 



A) 4 B) 2 C)3 

D) 1 E)0 


34. En un cuadrilatero inscriptible ABCD se 
sabe que a - c = b - d. Calcule su area en 
terminos de b, c y A 

A) bccsc A B) bcotA C) be secA 

D) betan — E) bcco t — 

2 2 
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45 . Dada la siguiente regia de 
correspondencia 

= e l cos;e+seilx l + e l cosx-senx l 

^Cual de las siguientes proposiciones son 
verdaderas? 

I. f es par 

II. su periodo es 

III. su maximo valor es 1+ 


A) VW B) VFF C) FFV 

D) VFV E) FW 

46 . Halle el rango de la funcion f definida por 
_ seruc(sem: + cosx - 1) 
sea: + tanx(cosx - 1) - 1 


AMl-v/2; V^+U-f2) 

B) [,/2; yj2] - {0,2; -1) 

C) [1-^2; V^+H-10,2) 

DH1-V2; \/2+l] 

E) [-2^2; 2^21-10) 


47 . De la condition 


«*) = 


tanx + ^ 'I 
3 


tanx - tan— , 

6) 


sen2x - sen— 
3 


Analizar la verdad o falsedad de las 
siguientes proposiciones 

I. Rf € [-1; 11 

II. Df 6 R - Ikn + —; kit + — 1; k e Z 

1 2 6j 

III. Si x e ; —) => f es creciente 

\ 6 12/ 

IV. Si x e I —; — \ => f es decreciente 

\ 12 3 / 


A) WFV B) VWF C) FVW 

D) VVW E) VFW 


48 . Del grafico, calcule A + - ; A > 0 

•J2B 



D)6 E)5 

49 . Calcule el area de la region encerrada por 
las graficas de las funciones 

cosx+sen2x ; g(%) - 1 a h(jc) = —1 
l + senx-cos2x 

para x e [0; 7t) 

A)itu 2 B) —u 2 C)-u 2 

2 2 

D) — u 2 E) 27t u 2 

2 


50 . Halle el periodo de las siguientes 
funciones definidas mediante 


x\ 


X 

sec— 

+ 

CSC— 

2 


2 


II. g(x) = cos 2x cos 3 x 


3 

( \ 
7IX 

3 

( \ 
TCX 

= COS 

4 , 

+ sen 

, 4 > 


IV. M(x)= | cot (costi x) | 


A) 7i, 2 K, 8, 2 

B) 27i,7t, 8, 1 

C) 7i, 7t; 8, 2 

D) 7i, 7i, 8, 4 

E) 71, 71, 8, 1 


156 







i. 


Funciones Trigonometricas 
Inversas 



CAPITULO IX 


Objetivos 

z finalizar el presente capitulo. el lector estara en la capacidad de: 

± Entender el significado de la expresion arcsenx, arccosx, ... etc 

- Relacionar la teoria de funcion, inversa con las funciones trigonometricas inversas fundamentales. 

— Conocer para que valores esta definida y cual es el campo de variacion del arcsenx. arccosx... etc. para 
aplicarlos en resolucion de ecuaciones. 

I Conocer y la importancia del tema por sus diversas aplicaciones en distintos campos de la ciencia e 
ingen ieria. 


Introduccion 


Para los alumnos preuniversitarios la teoria de funciones trigonometricas inversas parece en muchos casos 
:omplicada y se piensa que esta desligada de lo que anteriormente ya se ha estudiado. sin embargo, en el 
:esarrollo de la teoria de este tema y en la aplicacion a problemas se mostrara que no existe tat dificultad, pues, 
■ a tenemos base de la trigonometria en general; es decir, buscaremos relacionarlos en la definicion de un angulo 
igonometrico. circunferencia trigonometrica. identidades, etc. 

Por ejemplo lograremos entender la diferencia entre la expresion y=senx e y=arcsenx. En el primer caso 
:abemos que x asume cualquier numero real, ademas -I <senx <I. Mientras que en el segundo caso "y es un 
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Propiedad IV 


arcsem: + arccosx = —; Vx e (-1; 1] 
2 


| Ejemplos: 


31 f 31 7i 

• arcsen — + arccos — = — 
4 4 2 


arctarn; + arccotx = — ; V x e M 
2 


• arctan(3) +arccot(3) = — 
2 


arcsec(150) + arccsc(150) = 


arcsecx + arccscx = — ; V x e M 1; 1) 
2 


• arcsen(2)+arccos(2)= —; 

2 

es absurdo ya que 2c [-1; 1] 


Propiedad V 


arctarn: +arctany = 

arctan 

(r’U; 




\ i-xy) 

Si: 

xy < 1 


=> k = 0 

Si: 

xy > 1 , x > 

0 

-* k=l 

Si: 

xy > 1 , x < 

0 

=* k=-l 


Ejemplos: 


ctan| -i j +arctan| -i j = i 


■ arctan(l) 


► arctan(2)+arctan(4) = arctan % + ^ +n _ arc t an - — +71 

l 1 - 2 x 4 J 17, 


= n - arctan 


• arctan(-l)+arctan(-^3) = arctan ^ $) - - 

1 — (—IX— ^3)J 


7i = arctan 1 - - 

U-iJ 

= arctan(2+v^3)-7i 
57i _ n _ -7ti 
" 12 7I ~ 12 
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CAPITULO IX 


Compendio Academico 


Problemas 


1. Calcule el rango de 
f(x) = Ln (arc cosx) 


A) (0; —Ln7i 

\ 2 


B) [0; 1] 

C) (-°°; LnTi] 

D) (0; Ln7i) 

E) (-Ln7i; Lnit] 


2 o- 2 2 Tin 

. Si arc sec jc- arc esc jc = — 


calcule la suma de valores de [ n ] 


5 . Determine el rango de 

ur \ 271 

h(x) = - 

| arctanjc | - arccot | x \ 

A) -4 ) u [4; °°) 

B) <-oo;-3> u <3;oo> 

C) ( — -5] u [5; °°) 


1 1 

— u —; 
2 2 


E) (- -4] u [4; «>) 


6 . Reduzca la siguiente sumatoria 


S = Y arc tan-—- 

k=i 2+k 2 +k 4 


3. Indique el valor 


N= arc cod 


4. Encontrar el equivalente de 
cos (arc tan (sen (arc cot jc))) 


A) ——— 2 B)±^± 

\x 2 +2 x+2 


A) arc tan (n 2 +n + 1) 


, n(n+l) , . oI , 

B) arc tan -+n+2 + — 

2 4 


C) arc tan 


2++n 2 +nJ 4 


D) arc tan ( n(n * + tt 

{ n 2 +n+2j 

E) arc tan (2n 2 - n +1 ) + n 


7. Encontrar el equivalente de 

2x 

2arc tan x + arc sen- para x > 1 

1+jc 2 


D) 4 jc 
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Compendio Academico 


15. Halle el rango de la funcion 

f(x) = arc tan2* - arc cot2* + arc sec2* 
- arc esc 2x 


A)- & 


B) —C) [-Tt; it] 


D) 

2 2 


E) (-71; 7i> 


19 . Reduzca lasumade arctan(cotk) 


16. Halle el dominio y rango de la siguiente 
funcion f(x) = arc sec (sen* + cos*) 


A) 6ti -21 B) 4tx-21 C)6ti-15 

D) 2ti-10 E) 21 


A) k.7i-— ; kTt ; 0;— u — ; 7i 
2 4 4 


B) k7T--;k7t + -^ ; 

2 4 [2 4 

C) k7i;k7i + — ; 0;— u — ;tt 

2 4 4 


D) 2k7i;2k7i + - ; [0; 7t] 
2 


E) 2k7i;2k7i + - 


371 \ ti 3ti 


4/4 4 


20 . Calcule el dominio y rango 
y(x) = ^arctany^-3 


A) [0; 3> ; 1;± 

2 , 


B) (3; 13) ; 0;- 
2 


C) (3; +°°>; (0;^ 


17. Reduzca la expresion 

2 arc tan [esc (arc tan * ) - tan(arc cot*)] 


D) (3; +oo) ; 0;- 


E) [3; +~>; 0;-^ 
2 


18. Siendo 0 = arc sen 


P = arc cot -— 

V 2 

calcule el valor de A = cos ® — 

tan0 cotp 


21. Determine el valor de 
2 

T = cot 3arcsen- + sen(2arccot4) 

l 
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CAPITULO X 


Compendio Academico 


5. A1 resolver el sistema, indique el valor de 

f senx = cscx + seny 
\ cosx = secx + cosy 

Si : k; n e Z 


8 . Resuelva e indique la suma de soluciones 
en el intervalo (0; n). Dada la ecuacion 
serve (sen 3 * +9) = 10 cscx - cos 4 x 


A) (2k+n)- + - 

2 8 

B) (2n+k)- + ^ 

2 4 

C) (2k+3n) 7i - — 

4 

D) (k+n)- 

2 

E) (2k-l)— 

3 


7. Resuelva 

sen (x + y) = 4cosx cosy 
tanx + tany + tanx tany = 5 



B) — 

C) - 

4 

3 

2 

D) 71 


E) — 



2 

Si 




(sen2x+cos(2x +60°)+cos(2x - 60)) 2 = 2+cosJ^ -^--2xj > 

keZ luego el conjunto solution para x, 
sera 


A) k:t ± — arccos 
2 


l-y/17 
4 


B) kre + arccos 


1-/L3 
4 


A) 


B) 


x = 


krc j 7i 


y = 

X = 

y = 


2 4 

krc + n 
2 “12 

krc ( n 
2 ~5 

krc t n 
4 6 


C) 2 kn ± arccos 


y/Tf-l 

4 


D) krc + — ± —arccos 

8 2 

E) 2krc ± arccos 

4 J 


1-/17 
4 


C) 


x =k7i-— 

3 

y =k7t-— 

4 


D) 


x = krc + — 
4 

i ft 


E) 


x = 


kTI ( 71 


y = 


4 3 

k7T t 71 

2 5 


10 . Dadas las ecuaciones, determine la suma 


del menor valor positivo de x e y 


| cot X | = cot X + —— 

...d) 

senx 


sen xcos(x -y)+cos xsen(y-x) 

571 

= sen — 
12 

- 2sen — sen — 

4 3 

...(2) 

A) — B) — 

C) — 

4 4 

4 

D) - 

E) — 

4 

4 
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CAPITULO X 


Compendio Academico 


3-0. Resuelva; e indique el conjunto solution 33 . Resuelva 


de la siguiente qcuacion 


2 sen 2 


Jnsenx] = x ^. os f Sttcos*] 


3 ) 


3 ) 


A)kn + — 


B) kTl - - 
3 


C) krc-arctan (1) 

D) krc ± arctan 


!) 


E) k k + arc tan (1) 

31 . Si arcsenx -arccosx +arctanx-arccotr =0 
halle el c.s de 0, si x 2 = 2cos0 -1 


A) 2k:i ± — 
10 


C)2k7i±- 

5 


D)k7i+ — 


B) kji + — 


E)k n + (-If - 
5 


cos! 3 jc + — -y^2 

32 . Resuelva -^-=-l; keZ 

3sen|x--j +yj2 


tan (arcsen^l-jc 2 )- sen(arctan2)=0 


10 35 . 


A)& 

3 

B)--^ 

2 

C) 

2 

D) ± — 

3 


E) 

2 

Resuelva 



arctan —+arctan(x -1) + arctan(x+l)= — 
2 2 

A) 1 

B) VI 

2 

0 2 

D) -1 


E) — 

2 

Resuelva 

f 

U 3j 

= 2arcos| 

A, ^- 2 
2 

B) 

3 

C) l/33 + 3 
12 


D) 


^33 + 3 


E) 


3±y/33 


36 . Resuelva 

2 sen 2 x + covx -2 + 2senx 
senx + 1 


> 0; x e <0; it} 


A) kit-- B) kn + — 


D) kit+(-l) k — 
4 


C) (2k +1) — 


E) 2kit±— 
4 


A)/*;-^\ B)/i;5£\ C 

\4 4 / \6 6 / \3 3 

“(ft) e ’(f j 
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